
SUR UN SYSTE~IE D'ÉQUATJONS SIMULTAN~~ES 

PAn 1'. BARllARlK (') 

Sur un system e d'équ ations s imultanées. - L'aut<·ur rrpre n<l l'ótnde du sys
tcme d'équations simnltauées qui, géométriquCtneut, représente l'iuterseetion dr• 
trois eylinclres paralleles aux axes de eoonlonnées et ayant !'origine eomme cen
tre eommm1. Apres avoir démontré r1ne bt rechcrche pnrcment algél.Jrique <les 
valcnrs de x, y ct z ne tlépcntl que <l'nnc éqnation de 3° degr('(, il <'Onsidl•re des 
r·as particuliers <J.n'il intérprete, géométriqnemcnt, en g-éométric encli<lienne; puis 
il étcnd ccttc iutcrprétation anx géométries non enclidiennes. 11 fait \'OÍr qnc ll' 
prol.Jleme de Malfatti, consistant it dHerminer trois cerdos <lcnx iL denx tangcnts, 
~t dont chacnn tonehe denx cM<is d ' nn trianglc, reutrc rl:ws nn de r:es cas parli
culiers. D'antres cas sp•~cianx sont également traités d'nnc manit>rc peut-Hrc 
nonvelle: un de ces cas :tdmet nne solu t ion an ntoycn <le cocflic ients intlétenn iués 
on par l'usage <le fouetions hyperhol iqncs. l'n <les r('(snllnts est :tpplir¡né it nne 
gén(>ralisation d'nu th<'ori'me de Steiner. 

Le systcme <l'éc¡nat ions 

y'+ z' + 'Jmy:: =a', 

z' + x' + 2nzx = b', 

x' + y'-+ ':2p:cy = e', 

( 1) 

(') Monsionr le profcssenr Barharin , de París, a bien vonln ren1Pttr<' :'t uotrc 
Acndémie, lt t itre ele lJienvenue, la préscnte étn<le, dnus ler¡nelle il s'occupe rl ' nne 
<¡nestion, vieille s i l'on v('nt, mais toujonrs intéressante, et a laqnel lo il a njontó 
certaius tlévelloppemcnts nonveaux et inattondns. L' Acadélllie en a pris connais
snnce dans sa séance dn 20 avril 1929, par l'intcrmédiaire de monsienr Dassen :\ 
q ni il a été persounellement envoyé . L' Académie. tres ton<:h ée de eette eordialc 
<lémoustrat ion de sympnthiP , a resolu de signifier a monsienr Barl.Jarin ses tri·s 
sincl•res remerr;iements, et de pnbliPr, sans délai , le travail dans ses Amwle~ . 
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a dé étudié par dilférents antenrs dans des cas particuliers; Yoir, par 
t>xemple, Deshoves, (Jttestions cl'algebre é/émentaire, 1873, pages 2Ul 
et snivant,es; 1878, pnges 353 et suivantes; et Barbarin, Rerue ele 
.llathénwtiqnes ~;péeiales, 18U2, p::~ges :.n 7 et snivante:::;. 

Il a évidemment pour origine des problemes tle géométrie tlont on 
al-té amené a généraliser la solntion, soit dam; l'espace euclidien, 
,;oit dans l'espace non euclidien, comme il sera faeile de le voir. 

Xons allons tlémontrer 1l'a.bonl r¡ue la recherel1e pmement algébri
qne des yaleurs de x, y et z ne dépend que d'nnc éqnation dn 3° <legré; 
¡Hlis nous examinerons quelques cas particuliers intéressant~. 

l. :;\lÉ'l 'IIOD E Gl~.XÉRALE. - Posons 

x =zX et y=zY; 

les éqnations (1) deviennent 

1 Y'+ 1 + 2mY X' + 1 + 2nX 
-

a' b' 
X' + Y' + ~pXY 

e' 
(2 ) 

z' 

on est ainsi ramené an calcul de X et de Y, c'e;;t ~'t clire, <'L la résolntion 
tln systerne d'équations nonvelles 

f(X, Y) = a'X'- b'Y' + 'Jn(l,'X- 'Jmb' Y +a' - b' = O 

/ 1 (X, Y) = (a ' - b' + e') X'+ 2p ( e~ · - b') XY + 

+ ((~ ' - b'- e' ) Y• + 2ne'X- 2me' Y =O. 

(3} 

Si nous ajoutons a la deuxieme les termes de la premilwe multipliés 
par "A, et si nous posons, ponr abréger, 

A=a'(1 + /,)- b' + e' , B= p (a' -b' ), Ü=c~'- b'( 1 + /,)-e\ 

D = n (e'+ (~ ' i,) , E=- 1n (e' + b' l,), F = (a • - u')/,, 

pom la valeur réelle de/,, racine de l'éqnation dn 3° (legl'é 

l'équatioll 

se ram\me a la forme 

A 

~= B 

D 

B 

() 

E 

D 

B =0, 

F 

f1 (X, Y) + /f (X , Y)= O 

(o:X + ~y + ·;) (a'X + ~'Y + -¡') =O. 

(±) 
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Par conséquent on a, en définitin', X E't Y en associant chacn11 
de ces 1lerniers facteu rs linéaire::; égalé a, zéro ave e l'nne des éq na
tions (3), par exemple la premiere qui est la plus simple. Cela donne 
<ptatre systemes de valeurs pour X et Y, done anssi qnatre valeurs 
<le z', en vertu dPs équations (~ ) ; il en résnlte, par conséqueut, ltuit 
systemcs de valenrs ponr x, y et z, denx ú deux opposés. 

On pent remarqner que les équatious (1) sont celles (le trois cylin
dres paralleles aux axes de coordonnées et ayant l'origine comme 
eentre commun ; lenrs huit, point:-; communs sunt auP-si tleux :1 <lenx 
opposé:-;. 

Il. CAs DE m= n = ft =O. - La solution, tont élémentaire. est 
donnée par les formnleR 

, b' + 0 2
- CL 2 

;u-= ~ ' 

, O'+ CL'- b~ 
y:= 2 ' 

, a' + b'- o' 
z- = ' 2 

<tne l'ouretronve aisément dans l'application lle la méthode générale, 
car l'éqnation (4) aclmet ici la racine zéro, et l'éqnation (5) n'est autrP 
qne la snivante 

_1 n'-b' -+ e' X+ Vu ' + o' -ct' Y l [lla' - b' + e'X-Vb'+ o'-ct' Y ]=O. 

On en dédnit naturellement les valenrs 

, b' --1- O' - CL ' 
X-= , 

a' +b' - c' 

O'+ CL' - b' 
Y' = ' a'+ b'-o' 

qui nuuenent bien i\ celles <le x' , y ' et z' écrites plus lmnt. 
Ces valems sont réel lcs quaJHl on a simultanément les inégalités 

b' + e• >a.' , o'+ a'> b' , CL' + b' >O', 

qni, a, b, o, étant positifs, entrainent que ct, b, o peuvent mesurer les 
cotés d'nn triangle qui n'a que des angles aigus. RclatiYement el ce 
triangle, la résolntion dn systeme proposé fait connaltr<:-, en géométrie 
t'nclidicnnc, les longueurs <les aretes <ln triedre trirectangle OABU 
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auotttissant <l ,.;e::; trois sommets. Dam; ce cm;;, le point O est anssi h> 
poiut commuJL ú trois splleres ayant pom diamétres les trois cótrs du 
trinngle, et sa proj(•ction Rlll' le plan ABU est, ainsi c1u'on le snit. 
J'ortlto<"entre <111 triangle, c'est a dire, le centre radical <les cireonft:
l'CllCCS <le grall<l cercle sitnées sm le plan. 

Or. il est trei' remarquaule que cctte deruiere interprétation du 
,.;ystt·me (1) pent s'appliqner aussi a la géométrie nou euclidienne. Si. 
('11 effet, ou coll::; idere troi::; spLeres de l'espaee rieumnnieu ayant pour 
diametres les <'Óté,.; d'nn tl'iangle ABC et se conpant an point com
mnn O, on <1 

OD OC BC 
siu'- +sin' -= Rin' -, 

~ 2 • 2 

par conséc1nent a, b et e n:préi:;entant les sinus des demi-eótés dn tri
<mgle, tamlil; que x, y et;:; sollt ceux de,.; demi-(listauces dn point O <1 
:-;es sómmets. La projection de O sur le plan ABC se trmtYe, llans <"t' 
eas. llon paR ú l'orLltoeeJJtre, mni,.; au point de reconti-e des troh; per
pend ienlai res mcnées de cLacnll des sommets dn triangle sur la droite 
joigmmt les milicnx des denx cótés auonti~sallt ú ee sómmet; on voit, 
<ln reste, fJllP <·ette perpenüiculaire eRt i<lentiqne lt l'axc radical <lt> 
1leux <les cireouférence~ tlu graml cerclP. 

S'il s'ap;issait de l'e"pace de Lobatcltefsky-Bolyai, il n'y aurait 1p1'ú 
remplacer: <lans ce qni préce<le, les sinns circulaires par les sinns 
ltyperuol i q nes. 

IH. ÜAN DE m= tos a, n = cos ~· p = eos -;. - L'équatiou 

y' -+ z' -+ 'Jmyz =a' · 

exprime, en géométrie cncli<lienne, qne y ct z sont les cótés tl'nu tri
anglo enfcrmant l'allp;le .-:- :~., et oü le troisieme cóté cst rgal ú (1. 

Figure.• 1 

ür, nons allons Yoir qn'en géométric gr
nérale, quelqne cllose de semblable peut 
étrc formulé. Soit, eu effet, le triangle 
ABO oú l'nngle B.\..C égale .-:-a; le r:l

yon (,JA du cerclc circonscrit détermille 
le'l denx nngles 

B, úJ=11, wAU = 'r (fig. 1) 

tels que 

11 + 1'='7-:t.. 



- 3H 

l\'[ais on a 

sin':~.= cos' 1~ + cos• v + 2 cosacos 7t cos t', 

~tvec (en géométrie riemannienne, par exemple) 

AB 
tg- - = tg· (>)Á cos 1~. - 2 1 

AU 
tg - = tg wA cos 1· ; 

2 

<lonc si l'on pose 

il Yient 

AC 
tg - = z, 

2 

y'+ z' + 2y.z cos :~. = tg' wA. ;;in' :.<. 

D'ailleurs, appelons cll'angle wBU égal a úJÜB; comme 

BU 
tg 2 = tg úJA cos J.', 

11 vient :finalement 

BC sin' o. 
y' + z ' + 2yz cosa= tg• - · --, 

2 cos• a' 

<lt 1:on peut désigner le second membre par n' . 
Le systeme des équations (1) est, par conséqnent, susceptible, dans 

toute forme cl'espace, d'interprétations géométriques analogues. Mais 
pour eles valeurs quelconques de :~., ~ et ·;, c'est á dire; de m, n et p, sa 
résolution ne releve que de la ruéthocle générale expliquée au § I. 

N ous allons exposer eles cas oü elle se simplifie beaucoup. 

n' b• e' 
IV. ÜAS OU --- = --- = --- = i, 'c ; DÉSIGNAN'l' + 1. 

1 - m' 1 - n' 1 - p• ' 

- 1 o Envisageons cl'abord l'llypothese e= l. Les nombres m, n et ZJ 
de valeur absolue inférieure a 1' peuvent étre pris, respectivement, 
pour cosinus de trois angles aigus ou obtus a, ~ et ·¡. Il en résulte 

ct' + b' + e• 
~~ ~ === ' 

3-(m'+ n' + P') 
et 

ct = i, sin:.<, b = ,, sin~. c=/,sin¡. 

Les équations (1) peuvent alors se résomlre par 

x=l, cosX, y =), cos Y, z =i,cosZ, 

AN. ACAD. CI F:NC. EXAC'f. - T. 1 24 



- 342 -

moyennant 

y + Z+ .z =-., Oll 
- f) + -, ~ 

X ===~ - ~J '-J., 
~ 2 

D'ou les résultats 

. ~ + ; - a 
X=), Slll --,-) -- , 

.J 

Oll 

Oll 

~ ·r+ a- ~ 
Y =- - ' 2 2 

.,._ .z -L '3 _,, Z= .:': _ _ l_, __ •, 

3 3 

' . .z + ~ - ·: 
Z = ASlll 

3 
· 

2° Soit maintenant s = - 1; m, n et p sont, en valeur absolue, supé
rielus a 1, avec des signes variables. 

Quand m, n et p sont positifs, on détermine trois arguments ltypCI'
boliqnes par les équatiom; 

?n = cha, n= eh~' p = ch¡·, 
(POn 

c = l, sh ¡ , 
ave e 

_, a' + b'+ c' 
¡,- = . 

m' + n' + p ' - 3 
En cecas, 

- ~ + ¡-:t. 
X= t, Sh ' 

3 
- -r + x- ~ y=,, sli ?. , 

-" 

donnent encore une solntion dn systeme (1) . Les autres combinaisons. 
de signe de m, n et p se traiteront ele fa<;on analogue. 

V. PROBLEME DE M.A.LF.A.'I''l'I. - Le probli'nue de Malfatti rentre 
dans le 1 o du § IV lorsque .z, ~ et ·r sont les angles el' une cmtaine 
direction de l'espace avec trois axes rectangulaires; on a alors 

m• --f- n' + p ' = 1, 
. , a' + b'+ o' 
¡, = . 

2 

Ce probleme consiste, eomme l'ou sait, a déterminer trois cm·cles 
deux a deux tangcnts et (]Out chacnn touche deux cotés clu triangle 
donné ABO. Soient ct', b' et e' les cotés et A, B, O les angles de ce 
triangle. Supposons qu e les cercles inconnus aien t pour rayons res-
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pectifs r"' rb et re. On a évidemment sur la figure aisée á construire 

B - e 
r coto·-+ '> 1 r r + r coto·-= a' b b 2 .-~ be e B 2 ' 

et deux équations de mcme forme. En posant 

A B e 
r coto· - =X" 

a b :¿ ' rb cotg - = y•, . 2 re cotg- = z', 
2 

V B e 
ln= tg,tg - , 

J 2 

1 O A 
n = 1; tg - tg ,, 

V 2 J ~/
. A B 

1~ = to· - to· - , 
"' 2 b 2 

et rempla<¡ant (t', 1/ ct e' par a', b' et e', c'est précisément le syste
me (1) qu'il faut résoudrc dans les conditious précitées; on a alors, 
2L étunt le périmctre du tr iangle, 

B ,, -L :t.- ~ 
rb = L tg <) sin' ' 1 

• , 

"" 2 

e Y. +~ - --r = L to·- sin' · '. e b :3 2 

Desboves donnc explicitement les valeurs eles inconnues x, y et z 
en fonction des coeflicients dn systeme (1) (Questions d'algcbre, page 
3Gl), par exemple, 

• (1 - mnp) (ct' + b' + e' ) + 2 (pbe- mab - nao) 
x-= 4 ' 

mais il est extremement remarquable que cet auteur, qui cependant 
mentionne dans ses Questions de géométrie, 1875, pages 363 et sui
vantes, la construction du probleme de 1\Ialfatti donnée par Bart 
((Juaterly Jmtmal, tome I, page '319), d'apres Mannheim et Steiner, 
ne fasse aucune allusion an rapproehement signulé plus huut entre 
ec problt·me et la résolutiou dn systeme (1). 

VI. e As o u m = n =p. - Posons a' + b' + e' = 2cl•, et prenons 
eomme 1wemieres inconnues auxiliaires 

.v+y+z=u, zy+yz+zx= r, 
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les équations (1) se transformeut en 

7t (y + z) + (~m- 1) yz = {t ' + r , 

11 (z + x) + (2m- 1) zx =u'+ v, (1') 

11 (x + y) + (2m- 1) xy = e'+ e, . 

n' +(m- 2) t' = d'. 

Supposous ü'al>ord m =1= ~. Posont>, pom al>réger, 2m -1 ét.ant 
inégal ~L zéro, 

el'+ (m + 1) v =(2m- 1) t 

il en résnlte: t>i m + 1 et>t aussi =1= O, 

~m-1 
n' = rtl' 1

- (2-m) tl 
m -+ 1 1 

' 

(2m- 1) t - (l' 
1, === . 

m + l 
(G) 

Ceci pot>é, éliminant. z entre let> <leux: premieres é(1nations (1'), on a 

nct' + (2m- 1) (a' + t) x = 1dJ' + (~m- 1) (b ' + t)y; 

dét>ignons done la valeur commnne des deux: membres par 1r; par raí
son de symétrie, x , .11 et z sont ex¡wimés en fonction de w et (}e t par 
les formules 

zc-a' n 
X= ' (2m- 1) (n' + t) y= (~m- 1) (b' + t )' 

W- C'1t 
z= . 

(2m - 1) (e ' + t) 

Il ne reste done plus q n'a déterminer w en fonction de t, et ú calcnler 
cette derniere variable ponr qnc le probléme soit entierernent résolu. 

Ponr cela, désignons por ¿ en abrégé la somme "-~, et porton~ !..J e¿- T t 
les valenrs üe x, y et z préeédentes dans n, nous en dédnisons 

[
2 (m + 1) ] 

1C=1t --L--=f ¡ (7) 

ee qui donne le:-; Yaleurs nonvelles de x, y et z 

11 [2 (m+ 1) ] 
x =2m - 1 (tt' + t) ¿ - 1 

' (S) 

-
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::5nbstitnons le::;, tinnlcmellt, 1lans une llt's éqnatiom; (1') pour obtenir 

l'éqnation clterché<• 

f (t) =(a'+ t) (b' + t) (e'+ t) 2:" - 4 (m -¡--- 1) \d' + (2 __:_m) tl = O. (9) 

Ultaqne racine de cettc équation lln quatrieme llcgré en t tlonne 

1leux Yaleurs opposées ponr tt, x, y et z. 
11 faut maintenant rcYenir sur les vale11rs nnméril]nes de m mises 

tlc d)té au délmt de ce parag-raphe. 
Quaml 1n =- 1, les é¡p1ations (1), par extrnction de racines ca

nées, :-;e ramL'nent a u premier degré; let-.r systcme eRt impossible ou 
i ndétcrminé selon que a + b + 1' est différent de zéro o u nu l. 

Lorsqno 1n = 2, on :~, Rimplcment, tt = + c7, et le ealcul s'acltevf' 

eommc plus ltant. 
1 

l~nfin lorsq nc 1n = '>' on tire facilement <les éqnations (1') .. 
2ttx = b' + e' -a.' + 1', 

qui mnltipliées llenx a dcux, et ajoutées par prollnits, llonnent 

Jn' r = 3v' + 4cl' r +-16'1'', 

<>n posant 
¿ (b' + e' - a' ) (a'+ e'- b') = 1 liT' . 

On en 1léduit ais1~mcnt 
16T' 

v'=--, ;3 

(1 O) 

(10') 

cxigeant que T' soit positif, c'est a dire, que a, b de soient les cótés 
<l'un triangle d'aire égale a T; ensuite on a 

tt' =el'+ 2T ¡'3 

ll 'ou tinalement .e, y ct z . (Voir Bardey, Er¡uutions ele 2" degréJ et DeR

hoves, ouvrage cité, page 354.) 

K~\llPLOl DE COEFFICm~TS lNDJ!;'l'ER~\HNÉS 

VII. PH.E3HEl~ CA8 rAH/l'lCULIER. - :Jfultiplions les éqnations (1) 

par les fractionR indétcrminées 

K' + P ' - :;\l ' 
:J.= 2~PM ' 

P' + nl'- :x• 
•¡== • 

2P:;\IX 
:;\l'+ X' -P' 

~"' - :nr:xP ' 
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et ajoutons les produits, cela rlonne 

M~P (::\Ix + -Ky + Pz)' + 2 ~ (m¡J.- ;1) yz= vct' + 'lb' + pe' . (11) 

Chercltons á tléterminer M, N et P de fagon ú aYoir ~t la fois 

1 
n·¡- - =0 

N ' 
1 

ZJp -:p =0. 

Cela est possible ü'une infinité de manieres quand m, n et p, de 
valeur absolue plus grande que 1, vérifient la relation générale 

l 1 1 1 2 
1n' +-n' ¡-Ji' + mnp =l. 

Alors les angles A, B, U, déterminés par 

1 
cosA= - , 

?n 

1 
cosE= - , 

n 

ont ponr somme (3i + 1) .. , et on a 

~I =K sin A, N= K siu B, 

1 
p. = K cotg A, 

1 
'/ = - COt/2' B. K ~ 

1 
cos u= - , 

p 

P =K sin U, 

1 
o = - coto· e 
' K "" ' 

K étant arbitraire. J}équation ( 11) devient alon; 

(x sin A + y sin B + z sin C) ' = 

(11 bis) 

=sin A sin B sin O (a' cotg A+ b' cotg H + e' cotg U), 

et se ramene a la forme 

x sin A + y sin B + z sin U=+ H. 

L'élimination tle z entre cette tlerniere et l'une des équations (1 ) 

améne finalement a résoutlre deux équations tlu second degré en .r 
et y. Les huit points communs aux trois c_ylindres que re¡Jrésentent 
les équations (1) sont alors placés quatre par quatre <1ans deux plans 
paralleles éqnidistauts de l'origine et quise confondent pour II =O. 

Vlll. DBUXÜ:.:.-.m CAS PAR'l'ICULIER. - Admettons que m, n et ]J 

soient, en valeur absolue, moin(lres qne 1, Pt par conséqnent éganx 
aux cosinus ele trois angles inférieurs ú 2r:, soient A, B et C. 
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Des éqnationR (1) déduisons, par nn calcul eonYenaule, l'éqnation 

l'a• - 2 (u~ + 1) yz + 11/J ' - 2 (n + 1) zx + 1 e' - 2 (p + J) xy =O, 

<lam; laquelle, apres avoir fait disparaltre le~ radicaux, on pose 

ct + b + e = 2s, 

ce qui donne l'équation nonvelle 

(yz sin A + zx sin B + xy sin U)' + 2.vyz (i\1'x + "S.'y + P'z) = 

= 4s (s-a) (s- b) (.~-e), (12) 

l\1', N' ct P' ayant 1les yaleurs évidentcs. 
Cherchons a clétcrminer .l\f, N et P de l'éqnation (11) de fagon a 

a \'O ir it la fois 

1 . 
m¡J. -M= - sm A, 1 . B n·1- - =-s1n 

N ' 
] . (' 

P? - p = - Slll ' · 

et 
l\I' = Kl\1, N'=KN, P'=KP. 

On reconnaltra que ceci pent m·oir lien cl'nne intinité de manieres 
qnand 

m'+ n' + p' -+ 2mnp = J. 
c'est á dire qnall(l 

en faisant 
A + B + C = (2i -j- 1) -::, 

J\1 =sin A , 

¡J.=cotg A, 

N = sin B, 

., = eotg B, 

P = sinU 

~ = cotgU; 

(ll ter) 

il en résulte l\'[' =X'= P' =O. Par conséqnent, si nons prenons pour 
inconnnes anxiliaires les cxpressions 

x sin A+ y sin B + z sin U = u, 

yz sin A + zx sin B + xy sin C.:= 1:, 

les équations (11) et (12) deyiennent, respectivcmcnt 

u' 
--:-----,-----:-----:::---:---, - 2v = n' coto· A + b' cotg B + e' cotg U. (ll') 
RinAsinHsinU o L 

1" ' = 4s (s- a ) (s - b) (s - e), (12') 

et font connaitre les valenrs de r et u. La ,·aleur de v cst réelle quand 
a, b et e sont leR cótt~s d'nn triangle, et si T cst la mesure de son aire, 

1·=+2T, 
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et i't ebaqne ,-aleur de r rópomlent deux valcnrs den aussi réelles: ear 
n' =~;in A sin B sin C la' eotg A + b' cotg B + o' cotg U+ 4'f]. 
ll reste a ealculer .n, y et:: en fonetion lle 1t et r. Eliminons x entre 

les formules détinissaut n et e, nons avons 

ct' sin H sin U + r sin A= u (z sin B + p sin C), 

ainsi qne denx équations analogues obtenucR par y et z; si, enfin, 011 

résout ces dernieres, 011 panient á 

3ux = (b' + e'- a ') sin A + 3r cosA, 

'.Juy =(e'+ n'- b') sin B + 3v cos B, 

'31€Z =(a'+ e'- u') sin U+ 3v COH U, 

qui eonüuisent au résultat dé~;iré. 

(1 ;)) 

:Xous allon~; les transformer !l'une fa~on remarqnable. Appelo11s 
pom· cela A', B' et U' les angles du triangle T. Dans l'liypothese 
A + B + U = .-:, répondant a i = O, on a 

b' -1- e' - n' = 'Júe cosA' et v = + be sin A', 
done 

u.c = be sin (A + A'), 
et, par suite, 

be 
. t=-sin(A+A'), 

tt -

(;(¿ 

.1' =-sin ( B + D') . ' n - , 
z=absin(C+<Y). (14-) 

n -

Si on supposait au eonlraire i = 1, A, B et U seraient chacuu aug
mentés de.-:, ce qui fait que .n, y et .z n'auraient que cllangé de signe. 

8 

A 

Fig nrc:? 

Les formules (14) se tnulnisent par l'int1~reRsante construction géo
métrique que voiei (fig. :.l et 3). 

Sur les cotés du triangle A'B'C' ouT, construisous des triangles 
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AD'U', BU'A', OA'B' tlireetement semblaules entre eux et tel~::~ que 
les ang·les B'AO', U'HA' ct A'UB' soient, respeetivement, égaux a A, 
B et U. 11 y a tleux f:u;om; de faire, le dessin suivant que ces triangles 
,.;ont tonrnes vers l'extérienr de 'J:; mais, dans les denx cas, les lignes 
AA': BB' et OC' conyerg-ellt an mfome point ul; flUi est aussi le point 
<·ommnn :1 trois segments capables de-::- A,"- B et-::- U ou de 
A, B et-::- C décrits snr a, b et e, respecti,·ement. ~\lors ulA', tuB' et 
<oJÜ' sont, resvectivement, .r, y et z. 

Fig;urc 3 
e 

Les similitrHles de triangles da,ns la figure (3) <lollnent en effet 

(olA' (,¡J3' (oJU' 

be sin (A + A')= ec~ sin (B + B') = ab sin (C + U')' 

pnis 

AA' sin A= BD'sin 13 = CU'sin () = ulA'sinA -f--- cuB'sin D + ulU'sinU. 

Soi t u la ntlenr de eette cxpre:-;sion; la val cm· comm1llle de trois ra p
ports est 
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et comme 

. . 1~ sin A'e'<u <•lA' 
e ,;m (A + A')= BB' filll A'e'ul = . B = 11 -7_~ , 

Slll u 

~ est an,;si la valeur eommnnc des mf·me,; rapports. 
1l 

Enfin, le triangle AA'B' donne 

AA'' = A'B'' + B' A ' - 2AB' X B' A' cos (B + B') 

sin A sin B sin e 11 ' 
= sin' A fa' eotg A+ IJ' eotg B + e• eotg e + 4'1'] =sin' A, 

les vnlenrs tle u, itt, y et z résultant de la figure sont conformes :1 
celles dn ealeul. Le méme rapprocltement sera fait sur la figure :L Si 
ron pose 

1~ . = 2H 
siu A sin B sin e ' 

on sait que l{ est la rayon tlu cer·cle eireonserit au triaugle maxinntnt 
ayant A, B et e ponr a11gles, et dont l<>s eótés pai:lsent par A', B' etC'. 
Le raisonnement fait Yoir aiflétnent ()lle les cótés de ce triangle maxi
nmm sont perpendiculaires ú <üA', toJB' et <•le', fa it confirmé par le ca le u l. 

L'exemple du parngraplte YI: m= n = p = ~ rentre dans les <·al· 

enls préeé<lents, ear A= B =e=}' et les triaugles semhlal.>les 

eonstrnits sur a, u et e sont équilatéraux. 

IX. G:8NÉUALISA'l'JON D'T.iN 'l'HÉOR.k\IE DE STEINER. - Ni d'wt 

point ~I pris dans le plan cl'ttn triangle ABC on mene des ubl iques in el i

nées 17e l'angle e et dans le meme sens, limitées anx eotés de ce triangle 
en A', B' etC', l'nire dn trianyle A'B'C' est proportionnellc 1/ la, puis 
samec du point l\[ par 1·apport (m cr,rcle ci1·eonserit i't ABe. 

Soit H. le rnyon dn cerele, 'l' J'aire cln triangle A'B'e'; Olla, <l'apr(·s 
les ealenls <In pnragraplle VIII 

sin' 1¡ - - • 
H; = - - - ¿ B'C" coto· A+ 4'1' 

4 ::;in A sin B sin C - "' -

mai::; O étant le centre tln em·ele, 

-- ::\lA' Sill 2A 
B'C" coto' A= = 0 2Rill'0 

_ (R' + 0::\I') flin ~A 
~ :sin• () 

2H. O.i\f si11 2A eos A0::\1 

2 sin' O 
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ct comme 2: sin 2A = 4- s in A sin B sin U, 

2: s in 2A cos A0}[ =O, 

on en tlédnit l'égalité 

'f =+sin A si~t B sin O (H' _ O:\I') 
2 Slll' 0 

qui prouve le tl 1éoreme énoncé. Qnand 'l' = consta11te, la point :M 

<lécrit un cercle concentrique a O. Lorsqn<' I = O, on a OM = H ct 
on retronye le tl1éoreme de Simson. 

X. lDMl'LOI DES FOKCTlONS HYPERBOLlQUl<:f'. - Ll'S relation,; 
(llbis) et (llter) dn paragraphe Vll penYCJÜ ad1nettre <l'antres solu
tions que cellP-s qui ont été pl'écédemment in<liqnéef<. 

En effct, avec des nombres m, n, p de valeur ab1<olnc plns pctite 
ftUC 1, la relation ( ll bis) est vérifi ée par 

1 
- =-chA, 
?n 

1 
-= -<'h B. n , .!_=- th u. 

p 

:si A, B et () sont trois argnmcnts hyprrholiqnes 1lc somme nnllc. ll 
en résnlte alors 

)[ = K sl1 A, 

1 
;J.=- l(thA. 

K étant arbitraire. 

X = Ksh B. 

l 
•¡ = - 1\..thB. 

De ce fait. l 'éc¡nation (11 ) prend la forme 

P= Ksl1 U, 

1 
p = -Kthü. 

( 
a' b' e' ) 

(:v sh A + y slt B + z sl1 U)' =- sll A sh n sh U th A + thB + th-l' 

et on en tire 

x Bh A + y sh n + z sh U = + TI 

pour acl1ever les calenls comme tlans le paragraphe Yll. 

Ponr la relntion (11 ta) oi't m, n et p sont <le ,-alcur absoluc plns 
grande qnc 1, il fant prCJulrc A -j~ B + () = o, rt 

m = -CllA. 

1\I = sh .A. 

1 
'J=- - · ,. tl1 A 

11 =-eh n, 
X =Sh B, 

'J === - - ' 
th H 

p = - <:l1 e, 
P = sh C, 

;; = -tltl' 
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Uéquation (1 :.! ) <levien t alor,;, :U', X ' et .P' élant nuls, 

(yz ,.,¡. A - 1- .: .. r ,;u B + .c.IJ Hh U)"= - -!s (s- a) (8- b) (s- e) . 

.Par suitc, si l'on prend encore denx in<·om•ues auxiliaires eonve
nal>les n et e analognes ú eelles dn paragrnplle VIIJ, on a, ponr le,; 
ealcnll'r, les éfpwtions 

1t' ( a' b' u' ) 
,;hA sh B t>l1 U + :3v = - th A + th B + tlt e 

¡;' = - J.s (8- u) (s- b) (s-u) 

e n'est alor,; 1·éel que quaml, !le,; trois 11omln·e,; positifs a, b, e, un est 
,;upérieur ú la somme de::; <leux nutres; ruai,; 011 peut choisin A, B et 
U, qui ne HOilt pas de mcme signe, en sorte que la valeur de n' 80it 
positiYe; <lonc 1t est réel. 

Si l'on reprentlle::; calenl:,; ün paragmphe VIII on tronve, ponr dé
terminer x, y rt z les formnles (13) oü sh ~\, Sll B et sh e remplacent 
sin A, sin B et sin U, tandis que cosA, cos B et eos e !'>Ont remplaeéR 
par - eL A, - eh B et eh U. 

Or, tlans l'hypothcse a> b + e, on sait ea lcnler trois argnments 
hyperl>oliques A', B ' et U' par les <~quatious 

b' -+ e' - n' = - 'Jbe eL A', 

lt ' 
1 

u' - b' = ~ae t h B', 

a' + b'- e' = '2ab eh U'; 
d 'oú 

v = +be Rh A' = + ae sh B' = + ab sh e', 

et il en résulte 

be 
.r = - - su (A+ A'), n -

1/C -
y = - - Rh (B + B'), 

n 
ctb -

z=-sh (e +G'), 
u 

les signe,; ,;upérienn; étant pri,; enseml>le de meme qne les sig1ws 
infériems. 




